６． X線粉末回折データの解析法
１．はじめに
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　X線粉末回折図形上に現れる回折線のピーク位置2Max（=T）は結晶試料の格子面間隔dと密接な関係があるため、その精密な位置決定は大変重要な作業である。例えば、１本の独立した回折線ピークをとっても、そのピーク位置を単純に最大強度での回折角でもって決めてしまっては“精密化（Refinement）”とはいえない。これは、回折線強度データには大なり小なりノイズ成分が含まれていて、回折線強度の時間的変動の影響を受けている可能性があるためである（これは偶然誤差に分類される）。これを少なくする実験上の工夫として、ある回折角ごとに、回折X線強度を積算してゆく方法がとられる（ステップ・スキャン測定という）。このとき、横軸データの回折角は回折計ゴニオメータの精密な角度動作により縦軸強度ほど偶然誤差の影響は少なくなっている。しかしながら、このような誤差を完全には除去できないことからピーク位置の決定には手順の整った、誰が行なっても同一のパラメータが得られる統計学的手法が取られることが望ましい。そこで、回折強度データから精密にピーク位置を決定するために回折線の包絡線（プロファイル）形状を解析関数（プロファイル関数という）で再現することが広く行なわれている（この作業をフィッティングという）。この方法を用いると、回折線が複数隣接している場合でも個々のブラッグ反射に分解することが可能である（図１参照）。フィッティング計算はコンピュータプログラムが行なうが、その処理過程を知りながらプロファイル関数のパラメータ（ピーク位置、半値幅などであり、プロファイルパラメータと呼ぶ）を決定することは大変重要である。
ここでは、虎谷（1986）が開発した２つのX線粉末回折データ解析法（プロファイルフィッティング法およびWPPD法）について概説し、実験としてそれぞれのコンピュータプログラム（PRO-FITとWPPF）の使用手順を習得することを目的とする。そして、X線粉末回折データを解析して、パターンの分解、ピーク位置および積分強度の精密化、そして、格子定数の精密決定を行なう。解析に臨む前に注意すべきことは、データの測定精度であり、角度データ（x軸）がより精密に測定できるステップスキャンモードで測定され、かつ、１つ１つの回折角における回折線強度（y軸）は十分積算されたものを用いることとする（以後、回折角を2 iで表し、添字iはデータ点を低角からの番号付けしたもの（ステップ番号）とする）。
２．解説

２－１．プロファイルフィッティング法（プログラム名“PRO-FIT”）

　X線粉末回折線のピーク位置を精密に評価する方法として、コンピュータを用いたパターンフィッティングの手法がある。ここで紹介するプロファイルフィッティング法は、X線粉末回折パターンの一部（プロファイル形の角度依存性が無視できる2 範囲）をローカルに分解する方法で、プロファイルの形は各回折線の位置（回折角）や面積（積分強度）を独立なパラメータとして精密化される。従って、格子定数などの予備知識なしに、重なった回折線を個々のブラッグ反射に分解することができる（パターン分解という）。本実験で用いる計算システム（プログラム名 “PRO-FIT” ）は虎谷（1986）により開発されたものである。以下に、１つ１つのパターンを決定する解析関数（プロファイル関数）、フィッティングの計算手法である最小二乗法、そして、解析精度の目安となるR因子について述べる。
[image: image13.jpg]


２－１－１．プロファイル関数の定義

　個々の回折線を数式として再現するためにまずプロファイル関数を定義する。プロファイル関数としては、ガウス関数、ローレンツ関数、擬ヴォイト関数などがよく用いられているが、これらはピークを中心に対称な関数形を持っているものである。X線回折では回折計の軸発散などのために低角側での回折線形状は非対称になり、そのためにピーク左右で異なるパラメータをもつスプリット型を定義することが妥当である。スプリット型とは、回折線ピーク位置T（Peak position）の低角側と高角側とで半値幅（WL, WH）およびプロファイルの形を表わすパラメータ（RL, RH）が異なる２つの関数をピーク頂点で連続的に繋ぎ合わせたものをいい、図２にその様子が示されている。WLおよびWHを低角側および高角側、それぞれに独立なパラメータに用いる。１つの回折線の半値幅（Full Width at Half Maximum; FWHM）は、Wを用いて表され、

W = （WL + WH）/ 2






(2.1)
である。プロファイル関数の非対称性は、低角側と高角側における半値幅の比

A = WL/WH







(2.2)
で表し、非対称パラメータ（Asymmetric parameter）と呼ばれている。これらのパラメータを用いて、本解析法では、次式のスプリット型ピアソンVII関数をプロファイル関数として用いる。
P(2i – T ) = Q / W [1 + (1+1/A)2 (21/RL-1) (2i –T)2/W2]-RL 
for 2i ≦T（低角側）(2.3a)
P(2i – T ) = Q / W [1 + (1+A)2 (21/RH-1) (2i –T)2/W2]-RH    
for 2i > T（高角側）(2.3b)
Q = 2(1+A)1/2 [A  (RL-1/2)(21/RL – 1)(RL) +  (RH – 1.2) (RH)]-1

(2.3c)
(R)はガンマ関数である。ピアソンVII関数はRL,Hが1となるときローレンツ関数になり、RL,H =∞のときガウス関数になるものである。RL, RHパラメータの値によって低角側／高角側それぞれ独立に関数の形を自在に変えることができ、個々の実験条件によって変化する観測プロファイル形に対してよくフィットさせ得る。ピアソンVII関数は∫P(2)d(2) = 1となるように規格化されており、規格化因子がQを用いて表されている。
２－１－２．最小二乗法によるフィッティング

添字jで番号をつけた複数の格子面からの重なり合った回折パターンのフィッティング関数（図１参照）は、バックグラウンド関数B(2)と先のプロファイル関数P(2)を用いて、
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(2.4)
で表すことができる。添字のjは個々の回折線を識別するためのもので、添字k（=1, 2）は光源のK1およびK2により得られる同一格子面からの回折線を表し、その回折線のピーク位置および積分強度はTjk, Ijkを用いて表している。特性X線K2のK1に対する強度比をKとし、結晶のある格子面からの回折線積分強度Ij（=Ij1 + Ij2）を用いると、

Ij1 = Ij/(1 + K)

特性X線K1によるブラッグ反射成分

(2.5a)
Ij2 = Ij K/(1+K)

特性X線K2によるブラッグ反射成分

(2.5b)
となる。K1に対するピーク位置Tj1が精密化されるパラメータである。Tj2は次式から計算される。

Tj2 = 2 sin-1(2/1sin(Tj1/2)) + e





(2.6)
ここで、1と2はそれぞれ特性X線K1とK2の波長、パラメータeはK1とK2ピーク間の計算角度距離の観測値からのずれに対する補正値である。
また、B(2i)は角度依存性をもつバックグラウンド関数で、パラメータb1, b2, b3を用いて次式によって表される。

B(2i) = b1 + b2×(2i) + b3×(2i)2




(2.7)
この式はバックグラウンド関数B(2i)を２次多項式で近似することを示している。
解析では、i番目のステップ（回折角2i）におけるプロファイル強度の計算値（y(2i)calc）と観測値（y(2i)obs）との残差の重み付き二乗和（）を最小二乗法で最小化することにより、フィッティングを行なう。は次式で定義される。
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(2.8)
ただし、wiはi番目の観測値 y(2i)obsに対する重みで、wi = 1/ y(2i)obs で与えられる。多くあるパラメータのうち、もっとも重要なパラメータはTj1である。最小二乗法プログラムではTj1を精密化し、各計算サイクルごとにTj2をパラメータeによりリセットする。
最小二乗法のアルゴリズムにはガウス―ニュートン法が用いられており、逆マトリックスを求めるのには修正コルスキー法が用いられている。精密化されたp番目のパラメータの標準偏差は次式によって求められる。
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(2.9)
ここで、App-1は逆マトリックスのp番目の対角項成分、nは観測点の数、mはパラメータの数である。
２－１－３．解析精度
解析精度の評価には、次に示すR因子を用いる（RはResidual（残差）の頭文字を示している）。

Rp =  | y(2i)obs – y(2i)calc| ／y(2i)obs




(2.10)
Rwp = ｛ wi [y(2i)obs – y(2i)calc]2／ wi y(2i)obs2｝1/2


(2.11)
Rp(peak) =  | y(2i)obs – y(2i)calc| ／y(2i)obs*



(2.12)
ただし、
y(2i)obs* = y(2i)obs – B(2i)





(2.13)
である。最小二乗計算を行なう１サイクルごとにR因子を計算し、次の２つの場合をもってプログラムを停止する（収束条件という）。
① すべてのパラメータの変化量が、おのおのの標準偏差の５％以下になった場合、
② ３サイクル続けてRwp因子が変化しなかった場合、
これらの２つのうち、完全に収束したとみなせるのは①の場合である。パラメータが相関を大きくして、振動している場合でも②の場合は起こり得るからである。
最終的なR因子は小さければ小さいほどよい。RpおよびRwpはバックグラウンドが観測強度に含まれる場合、バックグラウンドが異常に高いと(2.10)の右辺の分母が大きくなりRpは見かけ上小さくなる。すなわち、もととなるデータのS/N比だけでなくバックグラウンド成分の量も関係し得るので、その値の解釈には注意が必要となる。RpとRp(peak)との差に注意を払うことも必要であろう。

２－１－４．最小二乗法の原理
　前節で述べたように、最小二乗法（method of least square）とは、計算値（y(2i)calc）と観測値（y(2i)obs）との残差（y(2i)obs – y(2i)calc）の重み付き二乗和（），
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(2.8’)
を最小とするように、T, Wなどのフィッティングパラメータを決定する数値計算手法である（異なる角度のデータ点はn個あり、iはその添え字を示す。よって、i=1,2,.., nである）。ここでは、これらのフィッティングパラメータを{p1, p2, p3, .., pm}というパラメータの組と考え、さらにこれらと列ベクトルP ＝ t[ p1, p2, p3, .., pm]を対応させる。
が最小値をとるときは、Pの各成分について極小値を取ると考えられるから、
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(2.14)
が最小二乗の条件式になる。以後、y(2i)calcをパラメータPの関数とみなし（yicalc（P）と表記する）、推定したパラメータ値P0＝t[ p01, p02, p03, .., p0m]の近傍でテーラー展開すると、
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(2.15)
となる。(2.8’), (2.14)および(2.15)を用いて、
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(2.16)
pj = (pj - p0j)とおくと、pjについての行列方程式ができる。
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(2.17)
左辺の偏微分した値は変数pj, pkを行と列とする行列Mを表し、右辺は行ベクトルNを表しているので、次式のように表せる。
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(2.18)
ただし、行列{M P=P0}のi行j列成分を{M P=P0}ijとし列ベクトル{N P=P0}のk成分を{N P=P0}kとしている。
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(2.19)
(2.18)の両辺に{M P=P0}の逆行列{M-1P=P0}を左から掛けると、
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(2.20)
となり、pj（もしくはP= t[p1, p2, .., pm]）は(2.19)の行列とベクトル（Mkj, Nk）の計算を行うことで決定される。すなわち、行列{M P=P0}とベクトル{N P=P0}の各成分はパラメータの推定値P0により決まり、行列{M P=P0}の逆行列を修正コルスキー法のコンピュータ計算により求めている。そして、修正されたパラメータP = P0 + Pにより、改良されたフィッティング関数y(2i)calcが得られる。残差の重み付き二乗和（）が小さくなり、それが収束条件を満足するまで、計算を繰り返し続ける（このような方法をガウスーニュートン法という）。真の値Ptureから推定値P0が離れている場合はテーラー展開を1次までとすることが妥当でなくなるため、Pの真の値への収束を速めるために、P=P0+P（>1）のように調節因子（Damping factor）を導入し、各計算サイクルでの変化分が小さくなってきたら=1とするように計算の工夫をすることが多く行われる。
２－２．WPPD法（プログラム名“WPPF”）

　解析すべきX線粉末回折パターン全体をフィッティングすることで、その領域中の回折線の位置（回折角）、面積（積分強度）とプロファイルの形を一度に精密化することができる。ただし、初期値として格子定数の近似値が必要である。この方法はPowley（1981）の中性子線回折データ解析法を基本にしており、虎谷（1986）により開発されたシステム（プログラム名 “WPPF” ）である。以下、この方法をWPPD法（Whole-Powder-Pattern Decomposition Method）と呼ぶ。
２－２－１．プロファイル関数とプロファイルパラメータの角度依存性

　WPPD法で用いられるプロファイル関数や各種パラメータの最適化法（プロファイル強度の計算値と観測値との残差の重み付き二乗和（）を最小二乗法で最適化することによりフィッティングを行なうこと）はプロファイルフィッティング法と同一である（２－１－２．参照）。

　プロファイルフィッティング法では、最小二乗法に含まれるデータの2 域が狭いために、バックグラウンドを除いてはプロファイルの形状に対して角度依存性を無視できた。しかし、WPPD法やリートベルト法のように、X線粉末回折パターン全体をフィッティングする場合には、それを考慮する必要がある。例えば、半値幅（W）は次式で表される。
W(2i) = (W1 + W2×tani + W3×tan2i)1/2




(2.14)
ここで、W1, W2, W3は最小二乗法でフィッティングパラメータとして新たに加えられたものである。また、バックグラウンド関数は次式を用いる。

B(2i) = b1 + b2×（2i）+ b3×sini + b4×tani



(2.15)
バックグラウンドに関する最小二乗パラメータは４つ（b1, b2, b3, b4）である。このようにWPPD法では角度依存性を考慮するためにプロファイルフィッティング法よりもパラメータの数が増えている。
２－２－２．WPPD法の特徴～リートベルト法との比較～

　理論X線粉末回折図形を最小二乗法を用いて、観測したX線粉末回折図形にフィッティングして各種パラメータを最適化する方法論は、先のプロファイルフィッティング法と全く同じである。しかしながら、WPPD法では

　　１）個々の回折線位置が格子定数の関数である。
　　２）全回折線の積分強度データを個々独立に出力される。
　　３）リートベルト法と異なり、プロファイル強度の計算に構造モデルを必要としない。

　　４）パターン全体を同時にフィッティングする。

という特徴がある。
一方、パターン全体のデータを用いて構造パラメータを精密化する方法は、リートベルト（Rietveld）法として広く知られている。表１にプロファイルフィッティング法、WPPD法およびリートベルト法を比較して示す。
２－３．文献について

（発展的な内容なので、実験に際しては本節で紹介する文献を読む必要はない。）

興味のある学生諸君は原著論文を参照してほしい。プログラムは虎谷先生のホームページにてダウンロード可能であり、pdfマニュアルも用意されている。解析プログラムの内容をより詳しく知りたい、解析手法の開発に将来携わりたい、という意欲ある諸君は、発展的な学習内容としてこれらの資料をもとに勉学を進めることを推奨する。

～WEB資料～
URL: http://www.crl.nitech.ac.jp/~toraya/software/index-j.html

虎谷秀穂、「改訂版PRO-FIT, WPPFおよび関連プログラムの使用法（1.00版）」（1996年7月）
～原著論文～
H. Toraya, J.Appl.Cryst. 19, 440-447 (1986)

H.M. Rietveld, J.Appl.Cryst. 2, 65-71 (1969).

表１　プロファイルフィッティング法、WPPD法とリートベルト法におけるプロファイルモデルの分類比較

	
	プロファイル
フィッティング法
	WPPD法
	リートベルト法

	解析の主目的
	パターン分解
	パターン分解

格子定数の精密化
	構造の精密化

	回折線の位置
	独立パラメータ
	格子定数の関数
	格子定数の関数

	面積（積分強度）
	独立パラメータ
	独立パラメータ
	構造パラメータの関数

	プロファイル形状の角度依存性
	無
	有
	有

	必要な初期値
	無
	格子定数の近似値
	初期構造モデル


３．実験

３－１．準備
試料とプロファイル強度データ測定条件を次に示す。試料は三方晶に属する-SiO2結晶である。測定はステップスキャンモードで行い、そのとき得られたデータを解析に用いる。
　　　　　表２．解析に用いる試料と回折データの測定条件

	試　　料
	-SiO2（三方晶）

	測定条件
	2範囲　　　15~145度

	
	ステップ幅　　0.02度

	
	測定時間／ステップ　20秒

	
	使用X線　　CuK


測定したX線回折データ（プロファイル強度データと呼ぶ。）はドライブＡのフロッピーに入っている。この解析用データを題材に、プロファイルフィッティング法のプログラムを起動・操作し、パターンフィッティングパラメータを得ることが本実験の主内容である。精密化された回折線ピーク位置を複数個用いて、結晶の格子定数を算出し、また、R因子から解析精度を評価することも実験に含める。プログラムもドライブＡのフロッピディスク上に用意してある。各ファイル名は以下により確認しておくこと。
プログラム名：PRO-FIT 　（プロファイルフィッティング法）

　　　　　　　WPPF12　　（WPPD法）

　　　　　　　SIO2CELL　（格子定数の決定）

プロファイル強度データのファイル名：ISIO2.DAT

３－２．解析手順
１）2 が60度付近にある1本の回折線について、プロファイルフィッティング法を用いて、回折線のピーク位置（T）、積分強度（I）、半値幅（W）、ピークの低角側および高角側における半値幅の比を示す非対称パラメータ（A）、低角側と高角側でのプロファイル強度の減衰率（それぞれRLとRH）を求めよ。また、収束後の信頼度因子（Rp, Rwp, Rp(peak)）はいくらか。解析精度はフィッティングの状況を最適化の各サイクルで逐一記録し、収束の精度を評価せよ（サイクル回数に対して信頼度因子をグラフにプロットし、R因子の収束の度合いを説明せよ）。
２）2が66.5 ～ 69.5 度の間にある３本の回折線を分離し、１）と同様に各パラメータ（I, T, W, A, RL, RH）を求めよ。解析精度についても同様に評価せよ（サイクル回数と信頼度因子のグラフも作成せよ）。
３）できるだけ多くの回折線について、各パラメータを求めよ。解析する2の範囲は、回折パターンをよく見て、なるべく狭い範囲で指定する。注意：バックグラウンドが定数で近似できないときは、b1に加えてb2も動かすとよい。また、-SiO2のICDDカードからそれらの反射の指数を決定せよ。レポートは手順を簡潔にまとめるとともに、データは表３のように示し、ここから反射指数h k l回折線の精密化されたピーク位置を知る。有効数字についても十分に検討し、最終桁の数値は( )で示すこと。

表３．データのまとめ方
	No.
	反射の指数
	
	精密化されたパラメータの値
	
	信頼度因子

	
	h
	k
	l
	
	T
	I
	B1
	b2
	
	Rp
	Rwp
	Rp(peak)

	
	
	
	
	
	W
	A
	RL
	RH
	
	
	
	

	1
	1
	2
	1
	
	59.9080(9)
	426(3)
	0.226(8)
	0
	
	0.023
	0.045
	0.036

	
	
	
	
	
	0.106(1)
	1.60(6)
	1.37(4)
	1.13(3)
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	


４）プログラムSIO2CELLを用いて、反射の指数h k lと2の値（T）から、-SiO2（三方晶）格子定数を求めよ。

５）任意の2範囲でWPPD法を用いて、各反射の積分強度を精密化せよ。信頼度因子の変化は各サイクルごとに記録すること。格子定数の初期値は４）で求めた値を用いること。ただし、本実験では、ピークの低角側と高角側における半値幅の比を表す非対称パラメータや、低角側と高角側でのプロファイル強度の減衰率の精密化は行なわないものとし、A = 1（対称プロファイル関数）、RH = RLとおき、簡易的に解析を行なう。
４．課　題

１．他の解析プログラムではガウス（Gauss）関数、ローレンツ（Lorentz）関数、擬ヴォイト（Psuedo-Voigt）関数等もプロファイル関数として用いられることがある。これらの関数の数式表現、半値幅等を説明せよ。
２．ノイズの影響が無視できるような明瞭な回折図形においてもベースラインの影響や回折線の重なりがあるときは最大強度位置が目測での位置よりずれることがある。どのような場合が実際想定されるか、具体的な例を示し述べよ。
３．最小二乗法について説明せよ（一次近似問題のもっとも簡単な例を引用せよ）。
４．リートベルト法の原理と、それによりどのような情報が得られるか、表１を参照しながら、また、補足的に説明を加えながら述べよ。
５．参考文献

１）虎谷秀穂 著，「X線粉末回折」（５章；日本化学会編・第4版実験化学講座10「回折」），丸善． 

２）中井泉・泉富士夫 編著，「粉末X線解析の実際～リートベルト法入門～」，朝倉書店． 

３）大橋裕二 著，「X線結晶構造解析｣(化学新シリーズ)，裳華房．

４）吉澤康和 著，「新しい誤差論　実験データ解析法」，共立出版．

５）薩摩順吉 著，「確率・統計」（理工系の数学入門コース７），岩波書店．
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図１．α-SiO2のプロファイルフィッティング結果
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図２．スプリット型ピアソンVII関数
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