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1. はじめに

　多相混合物について、各結晶相および非晶質相がどの

ような比率で含まれているかを数値化する定量分析は、

実用的に極めて重要である。全粉末回折パターンを用い

た分析法であるリートベルト法1)は広く普及しているが、

そのかなりの部分は、精密な構造解析よりも、むしろ相

組成の定量分析を目的として用いられていると言われる。

例えば、実用材料の原料となる鉱物の品位の評価2)や、

セメントなど多相混合物として実用性を発揮する製品の

品質管理への応用3)は産業的に重要であるし、科学捜査

や裁判資料としての試料鑑定においても多相混合物の相

組成分析結果が重要な判断材料になる場合がある4)。

　混合物の粉末 X線回折パターンは各結晶相に由来す

る回折図形の重ね合わせとなるので、基本的には各相に

帰属しうるピークの強さから相組成を推定することがで

きる5),6)。また、試料中に含まれない別の結晶性物質を

一定の割合混入し、これを基準として試料中のすべての

結晶相の分率を確定すれば、残った非晶質相の分率まで

推定できる場合もある7)。

　しかし、X線吸収能の異なる相が混在する場合に、観

測される回折強度比と相組成比が直線関係からずれる場

合があることが古くから知られている8)。この効果は微

小吸収効果microabsorption effectの影響と解釈され、た

とえば Izumi & Mommaにより開発された粉末回折デー

タ解析プログラムシステム RIETAN-FP9)には Taylor & 

Matulis10)の提案した補正法が実装されている。

　Taylor-Matulisの補正法では、各相の線吸収係数 mと
結晶子半径Rとを入力パラメータとして用いる。しかし、

現実的な問題として、含まれる成分が多種の場合にすべ

ての相の結晶子径を実験的に決定する事は容易ではない。

またかりに電子顕微鏡による結晶子像の抽出が可能で

あったとしても、球形ではない結晶子について「半径」

をどのように見積もるべきか、結晶子の統計的なサイズ

分布データからどのような代表径を選択すれば良いかが

明確でないという問題もある。

　さらに、Taylor-Matulisの補正法は、極めて単純化さ

れたモデルに基づくのにも関わらず、やや高度な計算の

結果を用いるので、この点で応用の妨げられる面がある

と思われる。この計算の内容は、単結晶構造解析で頻繁

に用いられる球形試料の吸収補正の計算と基本的には

まったく同一である。球形試料の吸収補正の目的では

International Tables for Crystallography Vol. Cの数表に

記載された数値を内挿して近似値を求めることが標準的

な方法であった11)。数表を用いる方法は計算時間を節約
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するために効果的な場合が多い。しかし、現行の

International Tablesには、実用上問題ない程度であるが、

誤った値が記載されている。この数表を作成する際に用

いられた計算方法の効率が悪いために繰り返し計算の際

に計算誤差が積み重なってしまい、標準的な計算システ

ムでは正しい値が得られないという根本的な問題があっ

たのである。

　その後、円柱試料と球形試料の吸収補正計算について

新しい解法と高効率な計算アルゴリズムが見出され12)、

特殊な計算システムでなくても正しく吸収補正係数の計

算ができるようになった。従来難度が高いと思われてい

た計算が、遥かに容易に実現できるようになっている。

　粉末 X線回折法の方法論に残されている実用的に最

も深刻な問題と言って良い「定量分析値のずれ」の問題

は、結晶粒による吸収の効果を計算する問題と深く関

わっている。本稿ではまず「球形試料の吸収補正の計算」

という数学的な問題がどのように解決されたかについて

解説する。また粉末回折法による定量分析に関する現象

論を述べ、さらに微小吸収効果に関して提案された

Taylor-Matulis モデルの基本的な考え方について批判的

に検討し、粉末回折測定による相組成分析の信頼性を向

上するために要求される事柄を明らかにすることを主な

目的とする。

2. 球形試料の吸収補正

　半径Rの球体の内部が一様で線吸収係数 mを持つとす
る。球体の内部の点で反射されるビームの強度は、入射

位置から反射点に至る経路と、反射点から出射位置に至

る経路とを進行する際に減衰する。断面強度分布が一様

な入射ビームの進行方向に対して、球体から回折角 2q
で反射されるビーム強度 Iの入射ビーム強度 I0に対する

比 I/I0は、線吸収係数と球体半径の積 mRとブラッグ角
qと で 決 ま る。こ の 値 は 透 過 係 数 transmission 

coefficientと呼ばれ、以下の式で表す事ができる。

 (1)

　International Tables for Crystallographyにはこの式を

用いて Dwigginsが数値計算により求めた補正係数

A*(mR, q)≡ 1/A(mR, q) の値13)が Table 6.3.3.3として掲

載されている。

　しかし、式 (1)の形式に沿って計算を実行するのは効

率が悪く、正確な値を求める事も困難である。

Thorkildsen & Larsenは、式 (1)の代わりに以下の式を

用いて計算する方法を提案した14),15)。

 (2)

 (3)

 (4)

式 (3)中の 1F2(a1;b1,b2;x)は「一般化された超幾何関数」 

generalized hypergeometric functionと呼ばれる特殊関

数であり、以下の級数形式：

 (5)

で定義される。式 (5)中、(x)nは、ポッホハマー記号

Pochhammer symbolと呼ばれ、以下の有限積：

 (6)

を表す。式 (3)中の関数 Iv(x)は第一種変形ベッセル関数

modified Bessel function of the first kindであり、以下の

級数：

 (7)

で定義される。なお、式 (7)中の関数 G(x)はガンマ関数

Gamma functionであり、以下の式

 (8)

で定義される特殊関数である。以上、紛らわしさを排除

する為に特殊関数の定義を明記したが、「一般化された

超幾何関数」と「第一種変形ベッセル関数」の数値演算

ライブラリを利用できる環境であれば実際のコーディン

グの難しさは指数関数や三角関数などの初等関数を組み

合わせた計算と何ら変わることがない。

　式 (1)が三次元の積分であるのに対して、式 (2)は二次

元の積分になっていることに注目すべきである。このた

めに計算の繰り返し回数がかなり節約され、計算誤差の
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累積が抑えられる。また、式 (2)の被積分関数は比較的

滑らかな形状なので、例えば 12項のガウス・ルジャン

ドル Gauss-Legendre積分を用いれば十分な精度で正確

な値が得られる12)。この場合、二次元の積分でもたかだ

か12×12=144回の繰り返し計算をすれば良いだけであ

る。具体的には以下の式で表されるような計算をすれば

良い。

 (9)

 (10)

 (11)

ここで xiと wiはそれぞれ数値積分における標本点の位

置と重みを意味し、12項のガウス・ルジャンドル積分の

場合、以下の数値を用いれば良い。

　International Tablesには、実用的には問題ない程度で

あるが、わずかに誤った値が掲載されている。このこと

は、式 (2)で示したように、解析解が初等関数の組み合

わせで表される q=0と q=p/2での値を調べれば、すぐに

確認する事ができる。この記事の Appendix Aとして正

しい数値を記載した表を掲載する。

3. 粉末回折測定による定量分析

　3．1 粉末回折測定による定量分析値のずれ

　リートベルト解析を用いるかに関わらず、基本的には

粉末回折測定の結果に現れる各相の回折ピークの強度比

から相組成が見積もられると考えて良い。しかし、組成

既知の混合粉末試料について回折測定を行うと、観測さ

れる回折ピークの強度比と組成比が直線関係からずれる

ことが少なくない。経験的に以下のことが知られている。

(i)成分相の「吸収の強さ」が揃っている場合にはずれは

小さいが、(ii)「吸収の強さ」が相ごとに異なる場合、吸

収の強い物質からの回折ピーク強度が相対的に低く現れ、

また (iii)結晶の粒が粗いほどその傾向が強くなる。

　したがって、粉末回折測定に基づく定量分析値の系統

的なずれを抑えるためには、(i)試料粉末をできる限り細

かく粉砕すること、(ii)粉末回折測定で通常用いられる

CuKa線より透過能力の高い短波長の X線（MoKa線や
高エネルギーの軌道放射光など）あるいは中性子を線源

として用いれば良いことが現象論的に推測される。

　一方で、「組成既知の混合物を調製して較正曲線を求

めておく」という方法16)が適用できるかは微妙な問題で

ある。回折強度比と組成比の線形関係からのずれの大き

さは結晶粒径に依存するので一見無理のようにも思える

が、原理的には被検試料と全成分について結晶粒径を揃

えた標準混合物を調製できれば良いはずである。経験を

積んだオペレータであれば、瑪瑙製の乳鉢と乳棒で試料

粉末を微粒化する際に、指先の感覚などを駆使して、確

かにある程度そのような状況を実現しうる可能性がある。

しかし、むしろ機械を使った粉砕で「被検試料と同じ程

度の粒の粗さまで粉砕された標準試料」を調製する事は

極めて困難であろう。

　3．2 微小吸収効果

　前節に記した粉末回折測定による定量分析値のずれ方

の傾向は、微小吸収効果microabsorption effectによるも

のとして概ね説明できる。この効果を端的に述べれば

「結晶粒の大きさが X線の侵入深さより十分に小さけれ

ばその結晶粒からの回折強度は結晶粒体積に比例するが、

侵入深さと同程度以上の大きさの結晶粒の場合、吸収の

効果によって観測される回折強度がこれより小さい値に

なる」ということになるだろう。吸収の強い成分の粒が

大きいと、見かけ上観測される回折強度が弱くなる。こ

れは、試料全体の平均的な吸収の効果とは異なり、試料

の中に存在する一粒一粒の結晶子内部の吸収の効果なの

で、微小吸収効果と呼ばれるわけである。

　なお、この効果は、多相混合物だけでなく、単一成分

の粉末試料においても現れるはずである。試料ホルダに

粉末を充填して得られる試料は、粉末と空隙の複合系で

あり、平均的な吸収係数はバルク（塊）の吸収係数より

低くなる。Appendix Aに記した球形試料の吸収補正係

数の値からもわかるように、微小吸収効果は回折角依存

性を持ち、低角反射（散乱）ほど顕著になる。したがっ

て、吸収が強い物質で粒径が十分に細かくない場合、低

角反射ほど見た目の強度が弱くなり、高角反射では相対

的にやや高めの強度が観測されることになる。

　結晶構造解析において通常用いられる回折強度モデル

では、原子位置の統計的な変位の大きさを表す原子変位

パラメータが大きくなるほど高角側での回折強度の減少

が急激になる。したがって、mR値の大きい試料につい
て測定された粉末回折強度データに微小吸収効果を無視

したリートベルト解析を適用すると、原子変位パラメー

タとして本来の値より低い値が見積もられることになる

であろう。米国標準技術研究所 NISTから回折ピーク形

状標準として頒布されている六ホウ化ランタン LaB6粉

末について「リートベルト解析をすると原子変位パラ
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メータが負になってしまう」と言う話をしばしば耳にす

る。粉末の充填のしかたにも依存するだろうが、標準

LaB6粉末として頒布されている SRM660bの保証書に

記載されている代表粒子径が 10mm付近であるのに対し
て、CuKa線波長での侵入深さは m-1=9.2mmと見積もら
れるので、通常の方法で作製された NIST SRM660b粉

末試料で微小吸収効果の影響が現れても不思議ではない。

このことは多相混合物だけではなく、単一成分の粉末試

料であっても微小吸収効果を考慮すべき状況が少なから

ず存在することを示唆している。

　一般的に結晶の形状は異方性を持ち、特殊な加工をし

ない限り球形にはならない。立方晶であっても多面体状

の形状をとりやすい傾向（晶癖）を示すが、立方晶でな

い場合には、例えば c軸方向に成長しやすかったり、逆

に ab面に沿って成長しやすい場合などがある。かりに c

軸に沿って結晶が成長しがちな形状異方性を持つ場合に

は、比較的強い反射が観測される低角領域の反射では

00l反射より hk0反射の方が試料中の行路長が長くなり、

微小吸収の効果を受けやすくなる状況となる。つまり、

00l反射が強めに、hk0反射が弱めに観測される。一方で、

通常の試料の充填のしかたであれば、c軸方向に伸長し

た細長い結晶粒は c軸が試料面に対して平行な方向を向

きやすく、00l反射が弱めに、hk0反射が強めに観測され

るはずである。このように、形状異方性の影響を受けた

微小吸収効果と選択配向効果とではまったく逆の傾向を

示すはずだが、いずれの場合でもリートベルト解析の際

に選択配向モデルを導入すれば、一見フィッティングが

良くなるように見えるだろう。つまり、吸収が強い物質

の場合には、形状異方性の影響を受けた微小吸収効果が

選択配向性によるものと誤認される危険がある。

　3．3 Taylor-Matulis の微小吸収効果補正

　前節に記したように、微小吸収効果は回折角と粒子形

状の異方性とに依存するはずであるが、回折角依存性も

粒子形状異方性の影響も無視した微小吸収効果モデルが

TaylorとMatulisにより提案された10)。

　TaylorとMatulisの論文では「Brindleyの理論により

…」と引用されているが、Brindelyの論文17)で解析例と

してあげられているのは、微小吸収補正の回折角依存性

が事実上無視できる場合なので、本来適用しうる範囲を

強引に拡大しているように見える面ではむしろ Taylor

とMatulisの論文の内容には独創性がある。

　本来なら微小吸収の効果はローレンツ因子や偏光因子

などと同じように回折図形の強度モデルに織り込むべき

だが、Taylor-Matulisの手法は、回折図形の計算の際に

は微小吸収効果の影響を無視し、フィッティングの結果

に補正を加えて辻褄を合わせようとするものなので、姑

息な方法のように見える。しかし、本記事の付録として

添えた表にも見られる通り、極端に吸収が強いか粒径が

大きくない（mR値が比較的小さい）場合であれば、吸
収補正の回折角依存性はそれほど顕著ではなく、そこま

でしなくても充分なことが多いという面もあるだろう。

　注意は必要であるが、現状では Taylor-Matulisの微小

吸収効果補正法にも一定の有用性があることは間違いな

い。少なくとも粉末回折測定に基づく定量分析の結果に

どの程度微小吸収効果が寄与しうるかに関する情報が得

られる点で有意義である。

　Taylor-Matulisの方法では成分 iの重量分率 wiが以下

の式で求められる。

 (12)

　ここで Siは成分 iの尺度因子と呼ばれ、リートベルト

解析で最適化されるパラメータである。観測された回折

強度が単位胞の何個分あるいは何mol分に相当するかを

表す値だと考えれば良い。Miは単位胞あたりの質量で

あり、Viは単位胞体積である。式 (12)中の tiは成分 iの

粒子吸収因子 particle absorption factorと呼ばれ、以下

の式で表される。

 (13)

　ここでAiと miは成分 iの粒子体積と線吸収係数を意味

し、mは試料の平均線吸収係数である。式 (13)の表現で

は意味が不明瞭だが、式 (1)あるいは (2)で示した透過係

数の A (mR, q) の mRを (mi,－ m) Rに置き換えたものと
等価である。ただし mRとは異なり (mi,－ m) Rは負の値
をとりうるので、International Tableに掲載された吸収

補正係数の数表（Table 6.3.3.3）だけでは Taylor-Matulis

の補正法を適用することができない。Taylor-Matulisの

補正を適用するためには、1945年の Brindleyの論文に

掲載された数表（Table V）が用いられる。この表には

負の (mi,－ m) Rに対する A ((mi,－ m) R, q) の値も記載
されている。ただし、Brindleyの論文に掲載された数値

は International Tablesに掲載されている数値よりさらに

不正確なので、本記事の Appendix Bとして正確な値を

記載した数表を添える。

　原理的に微小吸収効果には回折角依存性があるのだか

ら、球形の粒子形状とみなせる場合であっても、本来な

らば式 (12)の代わりに

 (14)

を用いて、尺度因子の角度依存性を考慮すべきである。

今後のリートベルト解析プログラムの改良に期待が持た

れる。

　また、微小吸収効果に対する粒子形状異方性の影響も、

形状異方性を楕円体でモデル化できる場合には定式化が
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困難ではないであろう。なお、Brindleyが例としてあげ

たCu/Al混合物 , Cu/KCl混合物も、Taylor-Matulisが試

料として用いた LiF/Pb(NO3)2混合物もいずれも立方晶

系の物質のみを含むものであり、形状異方性の効果につ

いては触れられていない。この点についても今後の研究

の発展が期待される。

4. 結論

　粉末回折法による相組成の定量分析は重要であるが、

現在の方法論にはまだ多くの問題点が含まれている。し

かし本稿で指摘した内容を考慮すれば、現状でも有意義

な解析は可能であり、方法論を改善するための方向性も

おのずと明らかになると思われる。
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